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1. INTRODUCTION
La theorie des sous-groupes de Hall des groupes de rang de Morley fini´
 resolubles a ete developpee dans 1, 68 . Cet article a pour objet de´ ´ ´ ´
generaliser la notion de sous-groupe de Hall aux elements d’ordre infini.´ ´ ´ ´
Une motivation pour cela est qu’il y a une fac¸on naturelle de regrouper les
elements d’ordre finis entre eux, notamment leur ordre, tandis que cela´ ´
n’est plus possible pour un element d’ordre infini. Par contre, dans´ ´
certaines classes de groupes, il y a des notions ou des proprietes´ ´
Žparticulieres qui permettent de telles distinctions par exemple la semi-`
.simplicite et l’unipotence dans les groupes algebriques . Dans cet article´ ´
nous essayons d’introduire des notions qui permettent de tels regroupe-
ments dans les groupes de rang de Morley fini. Nous allons traiter les
sous-groupes de Hall en considerant, en quelque sorte,  comme un entier´
Ž . Žpremier definition 4.1 . Le resultat principal de la theorie la conjugaison´ ´ ´
.des sous-groupes de Hall, fait 2.21 est conserve pour les sous-groupes de´
Ž .Hall ‘‘generalises’’ theoreme 4.18 .´ ´ ´ ´ `
La generalisation faite dans cet article necessite l’usage de techniques´ ´ ´
 tres differentes de celles employees jusqu’alors. En effet, dans 1 , le` ´ ´
resultat de conjugaison est obtenu au moyen d’une generalisation d’un´ ´ ´
theoreme de SchurZassenhaus qui etait connu pour les M -groupes´ ` ´ c
Ž localement finis. Ici les notions de radical quasiunipotent introduit dans 3,
. Ž .definitions 3.17 et 3.21 et de sous-groupes de Carter definition 2.8 ont un´ ´
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Žrole essentiel. De plus l’utilisation de centralisateurs generalises definitionˆ ´ ´ ´ ´
.2.14 est necessaire pour prouver la proposition 4.17 qui constitue le point´
Ž .critique de la preuve du theoreme principal theoreme 4.18 . Ces tech-´ ` ´ `
niques permettent aussi de nouvelles connaissances sur les sous-groupes
de Hall ‘‘classiques’’, notamment la proposition 4.17 qui donne un lien
important entre les sous-groupes de Carter et les sous-groupes de Hall et
la proposition 4.22 qui determine la structure des sous-groupes de Hall des´
groupes de rang de Morley fini connexes et resolubles.´
Le plan de l’article est le suivant: apres avoir rappele les principaux` ´
Ž .resultats que nous utiliserons par la suite section 2 , nous parlons des´
sous-groupes definissables-par-localement fini puis prouvons un resultat´ ´
Ž .concernant le radical quasiunipotent section 3 . Nous pouvons alors
commencer, dans la section 4, l’etude des sous-groupes de Hall generalises´ ´ ´ ´
Ž .et prouver le resultat de conjugaison theoreme 4.18 . Nous montrons´ ´ `
ensuite des resultats concernant les complements des sous-groupes de Hall´ ´
Ž .normaux section 5 . Lorsque l’on developpe une theorie de sous-groupes´ ´
Ž .de Hall, il est naturel de regarder les bases de Sylow definitions 6.1 et 6.4 .´
Cela est fait dans la section 6 ou nous montrons l’existence et la conjugai-`
Ž .son des bases de Sylow ‘‘generalisees’’ theoreme 6.6 .´ ´ ´ ´ `
Il est important de signaler que nous nous plac¸ons dans un cadre un peu
plus general que celui des groupes de rang de Morley fini resolubles: les´ ´ ´
sections definissables-par-localement fini des groupes de rang de Morley fini´
Ž .resolubles definition 3.13 . Ce cadre de travail est naturel. En effet, les´ ´
deux classes de sous-groupes des groupes de rang de Morley fini auxquelles
on est le plus souvent amene a s’interesser sont les sous-groupes definissa-´ ` ´ ´
bles et les sous-groupes localement finis. Or la classe des sections definis-´
sables-par-localement fini regroupe ces deux classes de groupes et possede`
Ž .l’avantage d’etre close par produit normal lemme 3.6 et par quotiente-ˆ
ment. De plus, un sous-groupe localement fini n’est, en general, pas´ ´
definissable et on peut montrer que certains sous-groupes des groupes de´
rang de Morley fini sont definissables-par-localement fini sans etre neces-´ ˆ ´
Ž .sairement definissables proposition 5.2 . Dans un travail en preparation´ ´
 11 on espere fournir une theorie des formations pour les groupes de rang´ ` ´
de Morley fini resolubles. Il est alors necessaire de se placer dans le meme´ ´ ˆ
cadre de travail qu’ici et la plupart des resultats donnes ici sont utilises.´ ´ ´
´2. PREREQUIS
La notation est celle habituellement utilisee. Pour des generalites sur le´ ´ ´ ´
 sujet on pourra se referer soit au livre de A. Borovik et A. Nesin 5 , soit´ ´
 au livre de B. Poizat 19 .
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Pour tout groupe G, on note G0GŽ0.G, pour tout ordinal i,
i1  i  Ž i1.  Ž i. Ž i. jG  G, G et G  G , G et, pour tout ordinal limite j, G 
 Gi et GŽ j. GŽ i..i j i j
2.1. Generalites´ ´ ´
Les trois faits suivants sont des corollaires du theoreme des indecom-´ ` ´
 posables de Zil’ber 21 .
Ž  .Fait 2.1 Zil’ber 21 . Soit G un groupe de rang de Morley fini, alors
un sous-groupe de G engendre par un ensemble G de sous-groupes´
connexes et definissables de G est connexe et definissable et engendre par´ ´ ´
un nombre fini d’elements de G.´ ´
Ž  .Fait 2.2 Zil’ber 21 . Soient G un groupe de rang de Morley fini,
 HG definissable et connexe, et XG, alors H, X est definissable et´ ´
connexe.
Ž  .Fait 2.3 Zil’ber 21 . Si G est un groupe de rang de Morley fini
connexe, alors Gi et GŽ i. sont definissables et connexes pour tout i	.´
Dans un groupe de rang de Morley fini G, la cloture definissable d’unˆ ´
sous-ensemble X de G est l’intersection des sous-groupes definissables de´
Ž .G qui contiennent X. On la note d X . Par condition de chaıne descen-ˆ
dante sur les sous-groupes definissables de G, c’est un sous-groupe definis-´ ´
sable de G.
Ž  .Fait 2.4 5, Corollary 5.38, p. 90 Zil’ber . Soient G un groupe de rang
Žde Morley fini et H un sous-groupe de G. Si H est resoluble resp.´
. Ž . Ž .nilpotent de classe n, alors d H est aussi resoluble resp. nilpotent de´
classe exactement n.
 Pour tout sous-groupes A et B d’un groupe G, si A, B  1, on note
AB le produit central de A et B.
Ž  .Fait 2.5 Nesin 15 . Soit G un groupe nilpotent de rang de Morley
fini. Alors GDC, D TN ou`
D est definissable, connexe, caracteristique et divisible,´ ´
C est definissable et d’exposant borne,´ ´
T est la partie de torsion de D et est abelien et divisible,´
N est un sous-groupe sans torsion.
De plus, si G est connexe, alors T est central dans G et C peut etreˆ
choisi connexe et caracteristique.´
En particulier, on remarque que, si G est un groupe de rang de Morley
fini nilpotent et divisible, alors G est sans torsion.
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Ž .Le sous-groupe de Fitting F G d’un groupe G est le sous-groupe
engendre par les sous-groupes normaux et nilpotents. Si G est de rang de´
Ž  Morley fini, ce sous-groupes est definissable et nilpotent Belegradek 4 ,´
 .Nesin 16 .
Ž  .Fait 2.6 Altinel et al. 2, Proposition 5.3 . Soit R un groupe connexe
Ž .  Ž . de rang de Morley fini tel que F R  soit divisible. Alors R, F R  est
sans torsion.
Ž  .Fait 2.7 Nesin 14 . Soit G un groupe de rang de Morley fini, connexe
Ž . Ž Ž ..et resoluble. Alors GF G  et, donc, GF G est un groupe divisible et´
abelien.´
2.2. Sous-groupes de Carter
On rappelle la definition d’un sous-groupe de Carter:´
DEFINITION 2.8. Un sous-groupe de Carter d’un groupe est un sous-´
groupe nilpotent et autonormalisant.
Remarque 2.9. Un sous-groupe de Carter C d’un groupe de rang de
Morley fini est definissable.´
Ž .Preue. D’apres le fait 2.4, d C est nilpotent. La condition de norma-`
lisateur dans les groupes nilpotents donne le resultat.´
Le fait suivant resume, dans le contexte des groupes de rang de Morley´
fini, les resultats obtenus par Frank O. Wagner pour une classe plus large´
Ž .de groupes stables -groupes et groupes stables menus .
Ž  .Fait 2.10 Wagner 20 . Soient G un groupe de rang de Morley fini
connexe et resoluble et L un sous-groupe normal et definissable de G tel´ ´
que GL soit nilpotent. Alors:
Ž .i G a un sous-groupe de Carter C;
Ž .ii G LC;
Ž .iii les sous-groupes de Carter de G sont conjugues.´
 Fait 2.11 10, Corollaire 5.20 . Soient G un groupe de rang de Morley
fini connexe et resoluble, C un sous-groupe de Carter de G et N un´
Ž .sous-groupe normal non necessairement definissable de G. Alors CNN´ ´
est un sous-groupe de Carter de GN et tous les sous-groupes de Carter
de GN sont de cette forme. En particulier les sous groupes de Carter de
GN sont conjugues.´
On rappelle qu’un sous-groupe H d’un groupe G est anormal si, pour
² g:tout g	G, g	 H, H . Le fait 2.12 donne un lien entre les notions
d’anormalite et de sous-groupe de Carter.´
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 Fait 2.12 10, Theoreme 1.2 . Un sous-groupe H d’un groupe de rang´ `
de Morley fini connexe et resoluble G est anormal dans G si et seulement´
si il contient un sous-groupe de Carter de G.
 Fait 2.13 10, Proposition 7.2 . Soient G un groupe de rang de Morley
fini connexe et resoluble, H un sous-groupe anormal de G et A un´
sous-groupe definissable, connexe et normal de G. Alors A
H est´
definissable et connexe.´
Ainsi, d’apres les faits 2.12 et 2.13, les sous-groupes de Carter d’un`
groupe de rang de Morley fini connexe et resoluble sont connexes.´
DEFINITION 2.14. Soient G un groupe et A un sous-groupe de G. Nous´
Ž . Ž .definissons le centralisateur generalise E g d’un element g de N A´ ´ ´ ´ ´ ´A G
Ž . Ž .nŽ .par E g  ad 1 ou ad designe l’application` ´A n	 g g
ad : A Ag
 x x , g .
Ž . Ž .Le centralisateur generalise E X d’un sous-ensemble X de N A est´ ´ ´ A G
Ž .l’intersection des E x pour x	 X.A
Cette notion a ete introduite, sans etre nommee, par T. A. Peng dans´ ´ ˆ ´
 17 . En general, pour un groupe resoluble, il ne s’agit meme pas d’un´ ´ ´ ˆ
Ž  .  sous-groupe un exemple est donne dans 18 . Il est montre dans 10 que´ ´
les centralisateurs generalises des groupes de rang de Morley fini connexes´ ´ ´
et resolubles sont des sous-groupes anormaux tres particuliers:´ `
 Fait 2.15 10, Corollaires 5.17 et 7.4 . Soient G un groupe de rang de
Morley fini connexe et resoluble et H un sous-groupe nilpotent de G.´
Ž . Ž Ž ..Alors E H est anormal dans G et H F E H .G G
 Fait 2.16 10, Corollaire 5.17 . Soit G un groupe de rang de Morley fini
connexe et resoluble. Alors tout sous-groupe localement nilpotent de G´
est nilpotent et l’ensemble des sous-groupes nilpotents de G est inductif.
2.3. Sous-groupes de Hall
Le fait suivant sera souvent utilise par la suite sans etre mentionne´ ˆ ´
explicitement.
 Fait 2.17 5, Ex. 10, p. 5 . Soit G un groupe resoluble. Alors G est´
localement fini si et seulement si il est de torsion.
 Preue. Suit du lemme 1.A.2 de 13 qui affirme qu’une extension d’un
groupe localement fini par un groupe localement fini est localement fini.
Pour tout ensemble  d’entiers premiers, on appelle -tore un -groupe
abelien et divisible. Un -tore dans un groupe de rang de Morley fini n’est,´
en general, pas definissable.´ ´ ´
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Ž  .Fait 2.18 Borovik et Poizat 8 . Soit p un entier premier. Soit T un
 Ž . Ž .p-tore dans un groupe G de rang de Morley fini, alors N T : C T  G G
 Ž . Ž .et meme, il existe un entier c tel que N T : C T  c pour toutˆ G G
p-tore T de G.
Ž  .Fait 2.19 Borovik et Poizat 8 . Soit P un p-sous-groupe localement
fini d’un groupe G de rang de Morley fini. Alors P satisfait les proprietes´ ´
suivantes:
Ž .i P est nilpotent et P BT est le produit central d’un groupe
nilpotent B d’exposant borne et d’un p-tore T.´
Ž . Ž .ii Si P 1, Z P  1 et P satisfait la condition de normalisateur.
Ž . Ž .iii Si P est infini et est d’exposant fini, alors Z P contient une
infinite d’elements d’ordre p et P est nilpotent.´ ´ ´
Notons que, si p designe un entier premier, un p-sous-groupe locale-´
ment fini P d’un groupe de rang de Morley fini n’est pas necessairement´
nilpotent.
² :EXEMPLE 2.20. Si on considere le groupe G* i ou i designe` ` ´
une involution qui inverse *. Alors les 2-sous-groupes de Sylow de G sont
² : de la forme P   i ou i est une involution qui inverse  .`2 0 0 2
Pourtant P est localement fini et P n’est pas nilpotent.
Dans la suite, pour tout groupe G et tout ensemble  d’entiers pre-
miers, on appelle -sous-groupe de Hall de G un -sous-groupe maximal
de G.
La conjugaison des sous-groupes de Hall dans les groupes -stables
 resolubles, ainsi qu’un analogue du fait 2.22, ont ete prouves dans 1 . Il´ ´ ´ ´
s’avere que les preuves donnees permettent des enonces un peu plus` ´ ´ ´
general. Nous donnons ces enonces dans le contexte des groupes de rang´ ´ ´ ´
de Morley fini resolubles:´
Ž  .Fait 2.21 Altinel et al. 1 . Soient  un ensemble d’entiers premiers,
G un groupe de rang de Morley fini resoluble et H un sous-groupe de G´
definissable-par-localement fini. Alors les -sous-groupes de Hall de H´
sont conjugues.´
Ž  .Fait 2.22 Altinel et al. 1 . Soient  un ensemble d’entiers premiers,
G un groupe de rang de Morley fini resoluble, H un sous-groupe de G´
definissable-par-localement fini, N un sous-groupe normal de H et R un´
-sous-groupe de Hall de H. Alors:
Ž .i R
N est un -sous-groupe de Hall de N;
Ž .ii Si N est definissable-par-localement fini, RNN est un -sous-´
groupe de Hall de HN et tous les -sous-groupes de Hall de HN sont
de cette forme.
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 Le fait suivant est enonce dans 10 , mais la version moins generale´ ´ ´ ´
 donnee dans 6 suffit pour les applications que nous faisons de ce fait. Le´
corollaire 4.23 donnera un resultat encore plus general.´ ´ ´
 Fait 2.23 6, 10, Corollaire 7.15 . Si G est un groupe de rang de Morley
fini connexe et resoluble alors tout sous-groupe de Hall de G est connexe.´
Conformement a la notation habituellement utilisee, pour tout ensem-´ ` ´
ble  d’entiers premiers on notera   l’ensemble des entiers premiers qui
n’appartiennent pas a  et, pour tout entier premier p, on notera p`
l’ensemble des entiers premiers distincts de p.
Ž  .Fait 2.24 Borovik et Nesin 6 . Soient  un ensemble d’entiers
premiers, A un groupe abelien, H le -sous-groupe de Hall de A et X un´
 -groupe fini d’automorphismes de A. Si H a un complement dans A,´
alors H a un complement X-invariant dans A.´
´3. REMARQUES PRELIMINAIRES
3.1. Sous-groupes definissables-par-localement fini´
En general, les resultats de cet article sont enonces pour les sous-groupes´ ´ ´ ´ ´
definissables-par-localement fini des groupes de rang de Morley fini´
resolubles. On donne dans cette section des resultats de bases necessaires´ ´ ´
a l’etude de ces groupes.` ´
DEFINITION 3.1. Soient G un groupe de rang de Morley fini et H un´
 ² Ž . :  ²sous-groupe de G. On note H  d h  : h	H et H  UH : U est
:definissable et connexe .´
Nous faisons quelques remarques sur les sous-groupes definis ci-dessus.´
LEMME 3.2. Soient G un groupe de rang de Morley fini et H un sous-groupe
de G. Alors:
Ž .  i Les sous-groupes H et H sont definissables, connexes et nor-´
malises par H.´
Ž . Ž .  Ž . ii H H et H H et, si K est un sous-groupe de H, on
a KH et KH.
Ž . Ž .iii Si A est un sous-groupe definissable et normal de H, alors HA´
 Ž . H AA et HA H AA.
Ž .  Ž . iv H  d u , . . . , u pour des elements u , . . . , u de H
H .´´0 n 0 n
Ž . v Si H est definissable-par-localement fini, HH est localement´
fini.
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Ž .vi Si G est resoluble et si HG est definissable-par-localement fini,´ ´
alors on a HHH et HH est localement fini.
Ž . Ž . Ž .Preue. i est une consequence du fait 2.1 et i montre que H ´
H.
Ž . Ž . Ž . Ž .Montrons ii et iv . Pour montrer ii , il suffit de montrer que H 
H. Le fait 2.1 montre qu’il existe n	 et des elements h , . . . , h de H´ ´ 0 n
 ² Ž . Ž . :tels que H  d h , . . . , d h  . Pour tout i 0, . . . , n, il existe m 	0 n i
m i Ž . m i* tel que h 	 d h . Notons u  h pour tout i 0, . . . , n. Alors,i i i i
Ž . Ž . Ž .pour tout i 0, . . . , n, d u est d’indice fini dans d h , donc d u i i i
Ž .  ² Ž . Ž .: Ž . d h  et H  d u , . . . , d u . On en deduit que H contient H .´i 0 n
 Ž . Ž . Comme H est definissable d’apres i , on a H H et on obtient´ `
Ž .  ² Ž . Ž .: ii . Comme H  d u , . . . , d u et comme H est definissable, on a´0 n
 Ž . H  d u , . . . , u . Mais u , . . . , u appartiennent a H
H , donc on`0 n 0 n
Ž .a prouve iv .´
Ž . Ž . Ž .Les assertions iii et v etant triviales, il reste a montrer vi . Montrons´ `
que H contient H. Soit h	H. Comme HH est localement fini
Ž . ² :   Ž .d’apres v , h H H est fini. On en deduit que d h  est contenu dans` ´
H, ce qui prouve que H contient H. En particulier, on a HH et,
comme HH est de torsion d’apres la definition de H, le fait 2.17` ´
montre que HH est localement fini.
COROLLAIRE 3.3. Soient G un groupe de rang de Morley fini resoluble et´
H un sous-groupe de G. Alors les conditions suiantes sont equialentes:´
Ž .i H est definissable-par-localement fini;´
Ž . Ž .ii Pour tout h	H on a d h H;
Ž . iii H H.
Ž .Preue. Suit directement du lemme 3.2 vi .
Ž  .Fait 3.4 Borovik et Nesin 5, Ex. 10, p. 93 . Soit G un groupe de rang
de Morley fini. Alors la cloture definissable d’un sous-groupe cyclique deˆ ´
G est un produit direct d’un groupe divisible par un groupe cyclique fini.
Ž .Preue. Soit x	G. Alors, d’apres le fait 2.5, d x DB pour deux`
sous-groupes definissables D et B avec D divisible et B d’exposant borne.´ ´
Ž . nAlors d x D est de torsion et D contient x pour un plus petit n	*.
² : Ž . ² :On en deduit que D x est definissable et d x D x . Soit u une´ ´
n 1 Ž .racine n-ieme de x dans D. Alors xu est d’ordre n et d x D`
1² :xu .
COROLLAIRE 3.5. Soient  un ensemble d’entiers premiers, G un groupe
de rang de Morley fini et H un sous-groupe de G definissable-par-localement´
Ž .fini. Si x	N H est tel que sa classe modulo H soit un -element de´´G
Ž .N H H, alors le coset xH contient un -element.´´G
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 Ž Ž ..Preue. Comme HH est localement fini lemme 3.2 v et comme la
² :   ² : classe de x modulo H est d’ordre fini, x H H est fini. Alors x H
Ž . ² :  Ž .est definissable et d x  x H . Mais, d’apres le fait 3.4, on a d x ´ `
² :D u pour un groupe divisible D et un element de torsion u.´ ´
Ž .  ² :  ² :  ² :En particulier on a D d x H , d’ou x H  u H et x H`
² : ² : ² : ² :u H. Mais, u etant de torsion, on a u  u  u pour un -ele-´ ´ ´1 2
² :ment u et un  -element u . Comme l’ordre de x HH est un -´ ´1 2
² : ² : ² :nombre, on obtient x H u H u H. Ainsi, xH contient un1
² :element  de u , et  est un -element.´ ´ ´ ´1
LEMME 3.6. Soient G un groupe de rang de Morley fini et H et K deux
sous-groupes definisables-par-localement fini de G tels que H normalise K.´
Alors HK est definissable-par-localement fini.´
Preue. Par induction sur le rang et le degre de G. On peut supposer´
Ž . Ž . Ž .G d HK . Quitte a quotienter G par HK , on peut supposer HK`
 1. Ainsi H et K sont localement finis et le lemme est trivial.
LEMME 3.7. Si G est un groupe de rang de Morley fini et si U est une
Ž .intersection de sous-groupes definissables-par-localement fini H de G,´ i i	 I
alors U est definissable-par-localement fini.´
Preue. Soit X un sous-groupe finiment engendre de U. Soit V l’inter-´
section des H pour i	 I. Alors V est l’intersection d’un nombre fini mi
de sous-groupes H , . . . , H. Comme XUH 
 
H et comme,i i i i1 m 1 m
Ž . d’apres le lemme 3.2 v , H H est localement fini pour tout k	` i ik k
 4 Ž .    41, . . . , m , X X
H  XH H est fini pour tout k	 1, . . . , m .i i ik k k
Ž . Ž .Ainsi X
 V X
H 
 
 X
H est l’intersection d’un nom-i i1 m
bre fini de sous-groupes d’indice fini de X et, par consequent, X
 V est´
Ž .d’indice fini dans X. Donc XVV X X
 V est fini. Comme V est
definissable et est un sous-groupe normal de U, on a montre le lemme.´ ´
On peut alors donner la definition suivante:´
DEFINITION 3.8. Soient G un groupe de rang de Morley fini et X un´
dl f Ž .sous-ensemble de G. La cloture definissable-par-localement fini d X deˆ ´
X dans G est le plus petit sous-groupe de G definissable-par-localement´
fini qui contient X.
Remarque 3.9. Soient G un groupe de rang de Morley fini resoluble et´
dl f Ž . ² :² :X un sous-ensemble de G. Alors d X  X X . En particulier, si
dl f Ž . Ž .X est fini, d X  d X .
Ž .LEMME 3.10. Soient G un groupe de rang de Morley fini et H unei i	 I
suite croissante de sous-groupes de G definissables-par-localement fini. Alors´
la reunion des H pour i	 I est un sous-groupe de G definissable-par-locale-´ ´i
ment fini.
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Ž .Preue. On peut supposer G d H : i	 I . Par finitude du rang dei
G, il existe j	 I tel que H H pour tout i	 I. Alors H est uni j j
sous-groupe normal de G et, quitte a quotienter G par H , on peut` j
supposer H  1. Ainsi, pour tout i	 I, H est localement fini, donc laj i
reunion des H aussi.´ i
La preuve du lemme 3.11 est tres proche de celle d’un corollaire de la`
 premiere section de 1 .`
LEMME 3.11. Soient G un groupe de rang de Morley fini,  un ensemble
d’entiers premiers et K un sous-groupe de G definissable-par-localement fini.´
Ž .On suppose que K a un -sous-groupe de Hall central R. Alors C XRRKR
Ž . Ž . C X RR pour tout sous-ensemble X de N K .K G
Ž . Ž .Preue. Il suffit de montrer que C X RR contient C XRR .K KR
Ž .Soient X un sous-ensemble de N K , x	 X et x sa classe modulo R.G
Soit u	 K tel que u sa classe modulo R centralise XRR. On va montrer
Ž .  que u appartient a C X RR. Alors on a x, u 	 R. Donc il existe un` K
 n x  n x -nombre n tel que x, u  1. R etant central dans K , on a x, u  1´x
n x Ž .et u 	 C x . Mais il existe k	* et x , . . . , x des elements de X tels´ ´K 1 k
Ž . Ž .que C X  C x , . . . , x . Soit m n n  n . Alors m est unK K 1 k x x x1 2 k
m Ž . Ž . Ž .-nombre et u 	 C X . En particulier, d u C X est un -groupeK dŽu.
Ž .cyclique. Le corollaire 3.5 donne l’existence d’un -element r de d u tel´ ´
Ž . ² : Ž .que d u  r C X . Comme K est definissable-par-localement fini,´dŽu.
Ž . Ž . Ž .le corollaire 3.3 ii donne d u  K et R
 d u est l’unique -sous-
Ž . Ž .groupe de Hall de d u . On en deduit r	 R et u	 RC X , d’ou´ `K
Ž .u	 C X RR.K
LEMME 3.12. Si G est un groupe de rang de Morley fini nilpotent-par-fini
Ž .aec G d X pour un sous-ensemble fini X de G, alors G est diisible.
Preue. D’apres le fait 2.5, GDC pour deux sous-groupes definis-` ´
sables et caracteristiques de G avec D divisible et C d’exposant borne.´ ´
Ž .Donc GD est localement fini et GD d X D est fini, ce qui prouve
que GD.
DEFINITION 3.13. Soient G un groupe et H et K deux sous-groupes de´
G. Si K est un sous-groupe normal de H on dit que HK est une section
de G.
Soient G un groupe de rang de Morley fini resoluble et HK une´
section de G. Si H et K sont definissables-par-localement fini on dit que´
HK est une section definissable-par-localement fini de G.´
PROPOSITION 3.14. Soient G un groupe de rang de Morley fini resoluble,´
HK une section definissable-par-localement fini de G et LK un sous-groupe´
dl f Ž .localement nilpotent de HK. Alors d L K est un sous-groupe localement
nilpotent de HK.
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Preue. Par induction sur le rang et le degre de G. On peut supposer´
Ž .  G d H . Quitte a quotienter H par K , on peut supposer K  1, en`
Ž Ž .. Ž .particulier K est localement fini lemme 3.2 v . Supposons G d L0
pour tout sous-ensemble fini L de L. Soient L un sous-ensemble fini de0 
  Ž . Ž Ž ..L
 L tel que L  d L il existe d’apres le lemme 3.2 iv et D un` 0
dl f Ž . dl f Ž . sous-ensemble fini de d L . Comme d L  L L d’apres la remar-`
que 3.9, on en deduit qu’il existe un sous-ensemble fini L de L tel que´ 0
dl f Ž . dl f Ž . dl f Ž .d D soit contenu dans d L . D’apres la remarque 3.9, d L est`0 0 0
definissable et ce sous-groupe est distinct de G par hypothese. Or´ `
Ž dl f Ž . . Ž dl f Ž . . Ž dl f Ž . .d L 
 L  d L 
 K  d L 
 L KK est localement0 0 0
dl f Ž . Ž dl f Ž . .nilpotent, donc d L  d L 
 K aussi d’apres l’hypothese d’in-` `0 0
duction. Donc, si D designe le sous-groupe de HK engendre par D KK ,´ ´ 0
dl f Ž .D est nilpotent. Ainsi d L K est localement nilpotent et on peut
Ž .supposer qu’il existe un sous-ensemble fini L de L tel que G d L .0 0
Notons que GH, K est normal dans G et on peut supposer LK
 engendre par L KK , donc nilpotent. Alors G, K est un sous-groupe´ 0
definissable et connexe de K d’apres le fait 2.2. Comme K 1, on en´ `
Ž .deduit que G centralise K , donc d K . Mais LK est nilpotent, donc il´
k Ž k .existe k	 tel que L soit contenu dans K. Ainsi d L est contenu
Ž .dans d K et est alors centralise par G. On en deduit que L est´ ´
Ž .nilpotent et le fait 2.4 dit que G d L est aussi nilpotent. Comme
Ž .G d L avec L fini, G est divisible d’apres le lemme 3.12. Soit R le`0 0
sous-groupe de torsion de G. Alors R est central dans G d’apres le fait`
Ž . Ž .2.5 et C LRR  C L RR d’apres le lemme 3.11. LK etant` ´GR G
Žnilpotent, l’action de LK sur LKK est nilpotente et celle de L L

. Ž .K sur L L
 K est aussi nilpotente. Ainsi, comme L
 K est con-
tenu dans R, l’action de LRR sur LRR est nilpotente. Si L est
localement fini, la proposition est triviale. Donc on peut supposer L non
contenu dans R et LRR 1. On en deduit que LRR centralise un´
element non trivial de LRRGR. Comme GR est sans torsion,´ ´
Ž . Ž . Ž .C LRR est infini, donc C L aussi puisque C LRR GR G GR
Ž . Ž .C L RR. Mais G d L , donc le centre de G est infini. AlorsG
Ž .GZ G K est localement nilpotent par hypothese d’induction, donc GK`
aussi et la preuve de la proposition est achevee.´
La proposition 3.16 est analogue au fait 2.5. Elle sera utilisee dans la´
preuve de la proposition 4.12.
LEMME 3.15. Soit H un sous-groupe d’un groupe de rang de Morley fini.
Alors, si H est nilpotent, H est diisible.
Ž .  Ž .Preue. Le lemme 3.2 iv dit que H  d X pour un sous-ensemble
fini X de H. Comme H est connexe, le lemme 3.12 donne la divisibilite´
de H .
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PROPOSITION 3.16. Soient G un groupe de rang de Morley fini resoluble et´
HK une section de G definissable-par-localement fini et localement nilpo-´
tente. Alors HKHKK RK ou RK est le sous-groupe de`
torsion maximal de HK. De plus, HKK est diisible.
Preue. Quitte a quotienter H par K, on peut supposer K 1. Donc`
K et R sont localement finis. Comme HH est localement fini d’apres le`
Ž . lemme 3.2 vi , HH R est aussi localement fini. Mais R contient toute la
torsion de H, donc le corollaire 3.5 dit que HHR ne possede pas`
d’element de torsion. On en deduit HHR. Il faut alors montrer que´ ´ ´
H centralise R. Il existe n	* et r , . . . , r des elements de R tels que´ ´1 n
Ž . Ž .C R  C r , . . . , r . Aussi il existe m	* et h , . . . , h des elements´ ´G G 1 n 1 m
  Ž . Ž Ž ..de H tels que H  d h , . . . , h lemme 3.2 iv . Comme HK est1 m
² :localement nilpotent, r , . . . , r , h , . . . , h KK est nilpotent. La remar-1 n 1 m
Žque 3.9 et la proposition 3.14 disent que DK  d r , . . . , r ,1 n
.h , . . . , h KK est localement nilpotent. Comme D est contenu dans H,1 m
   Ž . Ž .on a D H . Or H  d h , . . . , h D et le lemme 3.2 ii donne1 m
 Ž .    H  H D , donc on obtient D H . Comme K  1, le fait 2.2
dit que H centralise K. Mais HKK est localement nilpotent, donc
H aussi et on en deduit que H est nilpotent par le fait 2.16.´
Montrons que H centralise R
H. Comme H est nilpotent, le
lemme 3.15 dit que H est divisible. Alors le fait 2.5 dit que H centralise
 Ž .sa torsion et, R etant localement fini, R
H  Z H .´
Soit R K le sous-groupe de torsion maximal de DK. Montrons que0
H centralise R . K etant localement fini, R est localement fini. Soient´0 0
 4    Ž .r	 R et i	 1, . . . , m . Alors r, h 	H 
 R  Z H et il existe0 i 0
 l r , i  l r , i  l r , il 	* tel que r, h  1, donc r, h  1 et h centralise r. On enr , i i i i
Ž l r , i .deduit que D  d h : i 1, . . . , m centralise r. Considerons D ´ ´0 i 1
  D , H D la cloture normale de D dans H . Alors D est definissableˆ ´0 0 0 1
d’apres le fait 2.2 et HD est nilpotent et divisible. Le fait 2.5 dit que` 1
 ²H D centralise ses elements de torsion. On en deduit que h : i´ ´ ´1 i
:  ²1, . . . , m D D est un sous-groupe central de H D . Mais h : i1 1 1 i
: 1, . . . , m D D est un sous-groupe de H D engendre par un nombre´1 1 1
 ² :fini d’elements de torsion de H D . Donc h : i 1, . . . , m D D est´ ´ 1 i 1 1
² : Žfini. Ceci prouve que h : i 1, . . . , m D est definissable et d h : i´i 1 i
. ² :  Ž1, . . . , m est contenu dans h : i 1, . . . , m D . Comme H  d h : ii 1 i
.  ² : 1, . . . , m , on obtient H  h : i 1, . . . , m D et, par connexite de H ,´i 1
HD . Comme D est la cloture normale de D dans H et commeˆ1 1 0
H est nilpotent, on en deduit HD et H centralise r. Ceci etant´ ´0
vrai pour tout r	 R , H centralise R . Mais R contient r , . . . , r , donc0 0 0 1 n
H centralise R.
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´ Ž .3.2. Etude de GQ G
Ž .Le radical quasiunipotent definition 3.21 a ete introduit par Borovik et´ ´ ´
 analyse par Altseimer et Berkman dans 3 . Il constitue un outil tres´ `
important pour toute la suite de l’article. Il s’agit d’un sous-groupe
Ž .definissable et connexe de F G qui ne contient pas de P-tore. Comme´
en temoigne le fait 3.19, la notion de sous-groupe quasiunipotent est´
une imitation de la notion de sous-groupe unipotent pour les groupes
algebriques.´
Ž  .DEFINITION 3.17 Borovik 3, Def. 2.1 . Soit G un groupe de rang de´ ´
Morley fini. Un sous-groupe definissable, connexe et nilpotent U de G est´
quasiunipotent si U ne contient pas de P-tore.
On rappelle la definition d’un mauvais corps.´
² :DEFINITION 3.18. Une structure K ,,  , T de rang de Morley fini´
² :est un mauais corps si K ,,  est un corps et si T est un sous-groupe
propre et infini de K *.
Ž  .Fait 3.19 Altseimer et Berkman 3, Lemme 2.4 . Si G est un groupe
algebrique connexe qui n’interprete pas de mauvais corps, alors les sous-´ `
groupes quasiunipotents maximaux de G sont les sous-groupes unipotents
maximaux de G.
Le fait 2.7 dit que, si G est un groupe de rang de Morley fini connexe et
Ž .resoluble, GF G est abelien et divisible. Nous montrerons que nous´ ´
avons le meme resultat lorsque l’on quotiente G par son radical quasiu-ˆ ´
Ž .nipotent proposition 3.26 .
Ž  .Fait 3.20 Altseimer et Berkman 3, Lemme 2.3 . Un sous-groupe
quasiunipotent U d’un groupe de rang de Morley fini peut etre ecrit sousˆ ´
la forme U BD, ou B et D sont definissables, B est d’exposant borne` ´ ´
et D est sans torsion.
 DEFINITION 3.21 3, Def. 3.3 . Soit G un groupe de rang de Morley fini.´ ´
Ž . ² :On definit par Q G  U UG, U est quasiunipotent le radical quasi-´ 
unipotent de G.
Le fait 2.1 montre que le radical quasiunipotent d’un groupe de rang de
Morley fini est definissable et connexe. La remarque 3.23 dit meme qu’il´ ˆ
s’agit d’un sous-groupe quasiunipotent.
 Dans 3 , le fait suivant est donne avec l’hypothese ‘‘G n’interprete´ ` `
pas de mauvais corps’’. Or la preuve n’utilise pas cette hypothese, nous`
donnons alors l’enonce suivant:´ ´
Ž  .Fait 3.22 Altseimer et Berkman 3, Lemme 3.5 . Soit G un groupe de
Ž .rang de Morley fini nilpotent. Alors Q G est le seul sous-groupe quasi-
unipotent maximal de G.
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Remarque 3.23. Si G est un groupe de rang de Morley fini, on a
Ž . Ž . Ž . Ž Ž ..Q G  F G , donc Q G Q F G . On deduit alors du fait 3.22 que,´
Ž .pour tout groupe de rang de Morley fini G, Q G est quasiunipotent.
LEMME 3.24. Soit G un groupe de rang de Morley fini connexe et
nilpotent. Alors G est quasiunipotent.
Ž .Preue. Comme G est definissable et connexe fait 2.2 , il suffit de´
montrer que G ne contient pas de P-tore. D’apres le fait 2.5, G BD`
ou B et D sont definissables et connexes, B est d’exposant borne et D est` ´ ´
divisible. Donc on a G BD. Or D est sans torsion d’apres le fait 2.5`
et, comme B est d’exposant borne, G ne contient pas de P-tore.´
LEMME 3.25. Soit G un groupe de rang de Morley fini connexe et
resoluble. Alors il existe un entier k tel que GkGk1 et tel que Gk soit´
quasiunipotent.
Preue. D’apres le fait 2.3 Gi est definissable et connexe pour tout` ´
entier i donc, par condition de chaıne descendante sur les sous-groupesˆ
definissables de G, il existe un entier k tel que GkGk1. En particulier´
Gk est contenu dans G et est nilpotent d’apres le fait 2.7. Il reste alors a` `
k Ž .montrer que G ne contient pas de P-tore. D’apres le fait 2.5, F G  est`
un produit central de deux sous-groupes D et C definissables, connexes´
et caracteristiques avec D divisible et C d’exposant borne. Soit FC´ ´
Ž . Ž . Ž .F GC . Alors F contient F G  et FF G  est un sous-groupe definis-´
Ž . Ž .sable et connexe de GF G . Comme GF G  est abelien et divisible´
Ž . Ž . Ž .fait 2.7 , FF G  est aussi abelien et divisible. Comme F G C´
Ž Ž ..D D
 C est divisible, on en deduit que FC est divisible-par-´
divisible. FC etant nilpotent, FC est divisible. Alors le fait 2.6 dit que´
  kGC, FC est sans torsion. Or G CC est contenu dans GCC, donc
Ž .  k  kdans FC fait 2.7 . Alors GC, G CC G CC est sans torsion.
k k Ž k . kMais G CC est isomorphe a G  G 
 C et G 
 C est d’exposant`
kborne. Donc G ne contient pas de P-tore.´
PROPOSITION 3.26. Soient G un groupe de rang de Morley fini connexe et
Ž .resoluble. Alors GQ G est abelien et diisible.´ ´
Ž .Preue. Montrons que GQ G est abelien. D’apres le fait 2.10, G a´ `
un sous-groupe de Carter C et C est connexe d’apres le fait 2.13. Soit k`
Ž .un entier comme dans le lemme 3.25. Alors le fait 2.10 ii dit que
GGkC. On en deduit que GGkC. Or le fait 2.7 dit que G est´
nilpotent donc, d’apres le fait 3.22, G a un unique sous-groupe quasi-`
Ž .unipotent maximal Q G . Mais le lemme 3.24 dit que C est quasi-
unipotent, et le lemme 3.25 dit qu’il en est de meme pour Gk. Doncˆ
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k Ž .GG CQ G est quasiunipotent et normal dans G et G est
Ž .contenu dans Q G .
Ž . Ž .Montrons que GQ G est divisible. D’apres le fait 2.5, F G  possede` `
un sous-groupe B definissable, caracteristique et d’exposant borne avec´ ´ ´
Ž .F G B divisible. En particulier, B est un sous-groupe quasiunipotent
Ž . Ž .normal de G. On en deduit que F G Q G est divisible. Mais le fait 2.7´
Ž . Ž .dit que GF G  est divisible. Donc GQ G est abelien et divisible-par-´
Ž .divisible. Ceci prouve que GQ G est divisible.
´ ´ ´4. SOUS-GROUPES DE HALL GENERALISES
L’objet de cette partie est de prouver le theoreme 4.18 qui donne la´ `
conjugaison des sous-groupes de Hall ‘‘generalises’’ et constitue le resultat´ ´ ´ ´
principal de cet article.
Dans la suite un element x d’un groupe sera dit d’ordre  si x n’est pas´ ´
d’ordre fini. Par contre, cela ne veut pas dire que x est un -element´ ´
Ž Ž . Ž ..definitions 4.1 a et 4.1 a .´
  4On notera P l’ensemble des entiers premiers et P P  . De
plus, si P, on notera   P  .
Dans toute cette section G designe un groupe de rang de Morley fini´
resoluble, HK une section definissable-par-localement fini de G et  un´ ´
sous-ensemble de P.
4.1. Resultats preliminaires´ ´
DEFINITION 4.1. Soient R un sous-groupe de HK , x un element de H´ ´ ´
et x sa classe modulo K. Alors:
Ž . Ž .a x est un -element si, pour tout p	  , d x KK est sans´ ´
element d’ordre p;´ ´
Ž .b R est un -sous-groupe de HK si tous les elements de R sont´ ´
des -elements;´ ´
Ž .c on dit que R est un -sous-groupe de Hall de HK si R est un
-sous-groupe maximal de HK.
De plus, si p	P, alors:
Ž .  4a x est un p-element si x est un p -element;´ ´ ´ ´
Ž .  4b R est un p-sous-groupe de HK si R est un p -sous-groupe de
HK ;
Ž .c R est un p-sous-groupe de Sylow de HK si R est un p-sous-
groupe maximal de HK.
On remarque que, si   et si K 1, ces definitions correspondent´
aux definitions classiques.´
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Ž .Remarque 4.2. La definition a a un sens puisque, si k est un element´ ´ ´
Ž . Ž . dl f Ž .de K alors, par le corollaire 3.3 ii et le lemme 3.6, d xk  d xK 
Ž . Ž . Ž .d x K. Or d x KK n’a pas d’element d’ordre p donc d xk KK non´ ´
plus.
Remarque 4.3. Soient A un sous-groupe normal et definissable de H´
contenu dans K et x	H. On note x l’image homomorphique de x dans
Ž . Ž .Ž . Ž . Ž .d H A. Alors on a d x KA  KA  d x KK. Donc xK est un
Ž .-element de HK si et seulement si x KA est un -element de´ ´ ´ ´
Ž . Ž .HA  KA .
Remarque 4.4. Soient x	H et x sa classe modulo K. Alors les
conditions suivantes sont equivalentes:´
Ž .i x est un -element;´ ´
Ž . Ž .ii d x KK est un -groupe;
Ž . Ž . Ž . Ž Ž . .iii d x KK est un -groupe et d x K d x S K ou S est le`
 4 Ž .   -sous-groupe de Hall de d x .
LEMME 4.5. Soient H K un -sous-groupe de HK et H K un -sous-2 1
groupe normal de HK aec H definissable-par-localement fini. Alors´1
H H K est un -sous-groupe de HK.1 2
Preue. Si   le fait est connu, donc on peut supposer 	  .
 Ž .Soient h	H H , p	  , u	 d h et u sa classe modulo K. Sup-1 2
posons u d’ordre p. Il existe h 	H et h 	H tels que h h h . Alors1 1 2 2 1 2
Ž . Ž . Ž .d h est contenu dans H d h d’apres le corollaire 3.3 ii et le lemme 3.6.`1 2
Ž .Ainsi il existe u 	H et u 	 d h tels que u u u . Comme u est1 1 2 2 1 2
d’ordre p, u n’appartient pas a H et u non plus. On note u la classe de` 1 2 2pp pŽ . Ž . Žu modulo K. Alors 1 u 	 H K u et u 	H . Donc d h  H 
2 1 2 2 1 2 1
Ž .. Ž .d h a un element d’ordre p et, d’apres le corollaire 3.5, d h KK´ ´ `2 2
aussi. Ceci contredit le fait que H K soit un -groupe. On en deduit que´2
u n’est pas d’ordre p et que H H K est un -sous-groupe.1 2
Ž .DEFINITION 4.6. On designe par O HK le sous-groupe de HK´ ´ 
dl f Ž .engendre par les -sous-groupes normaux de HK et O HK le´ 
sous-groupe de HK engendre par les -sous-groupes normaux AK de´
HK tel que A soit definissable-par-localement fini.´
dl f Ž .COROLLAIRE 4.7. O HK est un -sous-groupe de HK et
dl f Ž .O HK est une section definissable-par-localement fini de G.´
dl f Ž .Preue. Notons OK O HK . D’apres les lemmes 3.6 et 3.10,`
dl f Ž .O est definissable-par-localement fini et le lemme 4.5 dit que O HK´ 
est un -sous-groupe de HK.
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Ž .A priori, il n’y a aucune raison pour que O HK soit un -groupe.
Ž . Ž . dl f Ž .Mais nous verrons plus loin corollaire 4.25 que O HK et O HK 
sont egaux.´
LEMME 4.8. Soient RK un-sous-groupe de HK et AK un sous-groupe
normal de HK aec A definissable-par-localement fini. Alors RAA est un´
-sous-groupe de HA.
Preue. Si   le fait est trivial, donc on peut supposer 	  .
Soient p	  , x	 R et x sa classe modulo A. Alors xK est un
Ž .-element et d x KK n’a pas de p-element non trivial. Par le corollaire´ ´ ´ ´
Ž . Ž Ž . . Ž .3.5, d x  d x 
 A  d x AA non plus. On en deduit que x est un´
-element et que RAA est un -sous-groupe de HA.´ ´
LEMME 4.9. Soient UK un sous-groupe de HK et V un sous-groupe
definissable-par-localement fini et normal de U qui contient K. Alors UK est´
un -sous-groupe si et seulement si UV et VK sont des -groupes.
Preue. Si   le fait est trivial, donc on peut supposer 	  .
Supposons que UK soit un -sous-groupe. Alors VK aussi et le
lemme 4.8 dit que UV est un -groupe.
Reciproquement, supposons que UV et VK soient des -groupes.´
Soient p	  , x	U et x sa classe modulo V. Alors x est un -ele-´ ´
Ž . Ž . Ž Ž . .ment, donc d x VV d x  d x 
 V n’a pas de p-element non triv-´ ´
Ž . Ž .ial. Ainsi, si d x a un p-element u, on a u	 d x 
 V. Mais VK est un´ ´
Ž .-sous-groupe, donc u	 K et d x KK est sans element d’ordre p´ ´
Ž .corollaire 3.5 . Ainsi, xK est un -element de UK. Ceci prouve que UK´ ´
est un -sous-groupe de HK.
LEMME 4.10. Soient LK un sous-groupe de HK et AK un -sous-
groupe normal de HK aec A definissable-par-localement fini. Alors LK´
est un -sous-groupe de Hall de HK si et seulement si A est contenu dans L
et LA est un -sous-groupe de Hall de HA.
Preue. Si   le fait est trivial, donc on peut supposer 	  .
Supposons que LK soit un -sous-groupe de Hall de HK. Alors,
d’apres le lemme 4.5, ALK est un -sous-groupe de HK et, par`
maximalite de LK , A est contenu dans L. D’apres le lemme 4.9, LA´ `
est un -sous-groupe de HA. Soit U un sous-groupe de H qui contient
strictement L. Par maximalite de LK , UK contient un element u qui´ ´ ´
n’est pas un -element. Soit u un element de U dont la classe modulo K´ ´ ´ ´
Ž .est u. Alors d u KK a un element r d’ordre p pour un p	  .´ ´
Ž .Comme AK est un -groupe, on a r AK et d u AA a un element´ ´
d’ordre p. Alors UA n’est pas un -sous-groupe de HA et on en deduit´
la maximalite de LA.´
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Reciproquement, supposons que A soit contenu dans L et que LA´
soit un -sous-groupe de Hall de HA. Alors, d’apres le lemme 4.9, LK`
est un -sous-groupe de HK. Soit SK un -sous-groupe de Hall de
HK qui contient LK. Ce qui precede montre que SA est un -sous-´ `
groupe de Hall de HA. Comme LA est contenu dans SA, on obtient
L S.
4.2. Les groupes localement nilpotents
LEMME 4.11. Si L est un sous-groupe definissable-par-localement fini de´
H alors, pour tout l	 L, lK est un -element de LKK si et seulement si´´
Ž . Ž .l K
 L est un -element de L K
 L .´´
P r e u  e . S o i t p 	   . C o m m e o n a
Ž . Ž .Ž . Ž .Žd l KK d l L
 K  L
 K ,d l KK possede un element d’ordre p si et` ´ ´
Ž . Ž .s e u l e m e n t s i d l L 
 K 
Ž .L
 K en possede un. Ce qui prouve le lemme.`
dl f Ž .PROPOSITION 4.12. Si HK est localement nilpotent, O HK est
dl f Ž .l’unique -sous-groupe de Hall de HK. En particulier O HK 
Ž .O HK .
Preue. Si   le fait est connu. Donc on peut supposer 	  . Soit
Ž  4.RK le    -sous-groupe de Hall de HK. Quitte a quotienter H par`
K, la remarque 4.3 permet de supposer K 1. Notons LK
dl f Ž .O HK . D’apres le corollaire 4.7, LK est un -sous-groupe de HK`
et L est definissable-par-localement fini.´
 Supposons H definissable et divisible. D’apres le fait 2.2 on a H, K ´ `
K 1, donc H centralise K. Ainsi H est localement nilpotent et H est
nilpotent d’apres le fait 2.16. D’apres le fait 2.5, H est sans torsion. Mais` `
H est definissable, donc H est un -sous-groupe de H, en particulier´
c’est un -sous-groupe de H. Soit x un -element de HK. D’apres les´ ´ `
Ž .lemmes 4.5 et 4.8, Hd x KK est un -sous-groupe de HK. Mais
Ž . Ž .Hd x KK est un sous-groupe normal de HK et Hd x K est definis-´
Ž .sable-par-localement fini. Donc Hd x KK est contenu dans LK.
Ainsi, x	 L et on a le resultat.´
D’apres la proposition 3.16, on a HHU ou U est le sous-groupe` `
de torsion maximal de H, et H est divisible. D’apres le premier cas,`
dl f Ž  Ž ..  Ž .O H  K
H est l’unique -sous-groupe de Hall de H  K
H .
Ž . dl f Ž  Ž ..Soit O le sous-groupe de H tel que O K
H  O H  K
H .
Alors, par le lemme 4.11, OKK est l’unique -sous-groupe de Hall de
HKK . Donc OKK est normal dans HK. Comme O est definissable-´
Ž . dl f Ž .par-localement fini corollaire 4.7 , OKK est contenu dans O HK .
Ž n.Soit yK un -element de HK. Alors il existe n	* tel que d y ´ ´
Ž . Ž . Ž . Ž n.d y  H . D’apres le fait 3.4, il existe u	U tel que d y  d y `
² : Ž . Ž Ž n. .Ž² : .u . Donc d y KK d y KK u KK est sans element d’ordre p´ ´
SOUS-GROUPES DE HALL 271
pour tout p	   . Ainsi, uK est un -element de HK et u	 R. Aussi´ ´
y nK est un -element de HKK et on a y nK	 OKK . On en deduit´ ´ ´
dl f Ž .yK	 ORKK O HK , ce qui prouve la proposition.
4.3. Conjugaison
 Ž .DEFINITION 4.13. Pour tout P , on note B G le -sous-groupe´ 
Ž .de Hall de Q G .
Remarque 4.14. La remarque 3.23 et le fait 3.20 montrent que, pour
 Ž . Ž . Ž .tout P , B G  B G et B G est quasiunipotent. p p	
LEMME 4.15. On suppose G connexe. Pour tout sous-groupe de Carter D
Ž .de GB G , il existe un sous groupe de Carter C de G tel que
Ž . Ž . Ž Ž ..B G CB G  B GB G D.   
Ž . Ž Ž ..Preue. Soit B le sous-groupe de G tel que BB G  B GB G .  
D’apres le fait 2.11 il existe un sous-groupe de Carter C de G tel que`
Ž . Ž . Ž .D CB G B G . Il suffit alors de montrer que BC B G C. Mais,  
d’apres le lemme 4.9, B est un -sous-groupe definissable et normal de G` ´
Ž . Ž .et, comme B G est l’unique -sous-groupe de Hall de Q G , on a
Ž . Ž .B
Q G  B G . Soit c la classe de nilpotence de C. Alors la proposi-
Ž .c1 Ž . Ž .tion 3.26 donne BC  B
G B
Q G  B G . Or C est un
sous-groupe de Carter de G, donc de BC, et le fait 2.10 donne BC
c1Ž . Ž .BC C B G C. L’inclusion inverse etant triviale, on a le resultat.´ ´
LEMME 4.16. On suppose HKK nilpotent. Alors les -sous-groupes de
Hall de HK sont conjugues dans HK.´
 4 Preue. Soit LK le    -sous-groupe de Hall de H KK. Soit
dl f Ž  .OK O H KK . D’apres la proposition 4.12, OK est l’unique`
-sous-groupe de Hall de HKK . Faisons la preuve par induction sur le
rang de H.
Si O 1, soient R K et R K deux -sous-groupes de Hall de HK.1 2
D’apres le lemme 4.10, R K et R K contiennent chacun OK et, de` 1 2
Ž . Ž  . Ž . Ž  .plus, R O  K O O et R O  K O O sont deux -sous-1 2
Ž . Ž  .groupes de Hall de HO  K O O . L’hypothese d’induction donne`
le resultat.´
Si O 1, O est localement fini. Soient RK un -sous-groupe de Hall
Ž . Ž .de HK , r	 R, r sa classe modulo K et d l’ordre de d r d r . Alors on
d ² :  4a r H 
 R O et r est d’ordre fini. Donc RK est un    -
sous-groupe de Hall de HK. Les faits 2.21 et 2.22 permettent de
conclure.
PROPOSITION 4.17. Soient RK un -sous-groupe de Hall de HK et U
un sous-groupe normal, definissable et connexe de H tel que HU soit´
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localement fini. Alors il existe un sous-groupe de Carter C de U tel que R
Ž .normalise B U CK.
Ž .Preue. On suppose que G d H et que H est un contrexemple avec
U de rang minimal. Remarquons d’abord que U n’est pas nilpotent et
Ž . Ž .Q U  1 d’apres la proposition 3.26. Notons K  K
U et BK ` 1 1
Ž .B UK . Si K  1, l’hypothese d’induction dit qu’il existe un sous-` 1 1
groupe de Carter DK de UK tel que RK normalise BDKK . Or1 1 1 1
le fait 2.11 dit qu’il existe un sous-groupe de Carter C de U tel que
Ž . Ž .DK  CK K , donc R normalise BCK. Comme Q U  B U 1 1 1 
Ž . Ž Ž . . Ž .Ž Ž ..B U d’apres la remarque 4.14, Q U 
 B B U K 
Q U est`  1
 Ž .a la fois un -groupe et un  -groupe. Donc Q U 
 B est contenu dans`
Ž .   Ž . Ž .B U K . Alors la proposition 3.26 donne U, B Q U 
 B B U K 1  1
Ž . Ž Ž . .et, par le fait 2.11, on a BB U K  Z UB U K  1  1
Ž . Ž . Ž .CB U K B U K . En particulier BCK B U CK , ce qui est contra- 1  1 
Ž .dictoire, d’ou K
U  1.`
Ž . Ž . Ž . Ž .1 B U  1. Si B U  1, le lemme 4.10 dit que RKB U  
Ž . Ž Ž ..est un -sous-groupe de Hall de HKB U . Alors RB U  
Ž Ž . Ž .. Ž Ž ..KB U B U est un -sous-groupe de Hall de HB U   
Ž Ž . Ž ..KB U B U d’apres la remarque 4.3. On en deduit que, par mini-` ´ 
Ž .malite de U, il existe un sous-groupe de Carter D de UB U tel que´ 
Ž . Ž Ž Ž .. .Ž Ž . Ž ..RB U normalise B UB U D KB U B U . D’apres le lemme`    
4.15 il existe un sous-groupe de Carter C de U tel que R normalise
Ž .B U CK , ce qui est contradictoire.
Ž .2 R est localement fini. Comme U est connexe, la proposition 3.26
Ž . Ž . .dit que R
U  est contenu dans Q G . La remarque 4.14 et 1 donnent
Ž . Ž . Ž . R
U  B G . Alors R
U KK est un  -groupe pp	
Ž . Ž . Ž .lemme 4.8 , et on obtient R
U  K. Comme K
U  1, on a
   Ž .   U, K  1 d’apres le fait 2.2. On obtient R
U, R
U   U, K  1`
Ž .et R
U est nilpotent. Soit E E R
U . Supposons EU. CommeU
R
U est nilpotent, les faits 2.13 et 2.15 disent que E est un sous-groupe
definissable et connexe de U. De plus, E contient R
U et ERE´
Ž . RUU est localement fini. On a montre que ER est definissable-par-´ ´
localement fini. Par minimalite du rang de U, il existe un sous-groupe de´
Ž .Carter D de E tel que R normalise B E DK. La proposition 3.26
 Ž .  Ž . Ž . Ž .montre que B E , D est contenu dans Q U 
 B E  B U . Comme  
Ž . Ž .B U  1, B E centralise D et, comme D est autonormalisant dans E, 
Ž .D contient B E . En particulier, R normalise DK. Mais les faits 2.12 et
2.15 disent que E contient un sous-groupe de Carter de U. Par conjugaison
Ž Ž ..des sous-groupes de Carter de E fait 2.10 iii , D est un sous-groupe de
Carter de U. Comme ceci contredit la minimalite de U, on obtient EU.´
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Ž .Alors R
U est contenu dans F U d’apres le fait 2.15. Comme la`
Ž .proposition 4.12 dit que F U KK a un unique -sous-groupe de Hall
R K et que R est definissable-par-localement fini, le lemme 4.10 dit que´0 0
Ž .R contient R et R
U KK R K. En particulier, R
U est normal0 0
  Ž . Ž .dans U et la proposition 3.26 donne R
U, U  R
U 
Q U .
Ž . Ž . Comme B U  1, la remarque 4.14 dit que Q U est un  -groupe et
Ž .  Ž .le lemme 4.8 montre que Q U KK est un  -groupe, d’ou R
Q U`
    K. On obtient R
U, U  K
U. Mais R
U, U est definissable et´
Ž .   Ž .connexe fait 2.2 . Donc R
U, U est contenu dans K
U  1 et
Ž . Ž . dl f Ž Ž . ŽR
U est contenu dans Z U . Notons O  K
U  O Z U  K
1 
.. U . Supposons O O  1. Alors, par minimalite de U, il existe un´1
Ž Ž . .sous-groupe de Carter LO tel que RO normalise B UO LO
Ž . Ž . Ž . Ž .K OO . Mais on a B UO  R
U O Z U O LO, donc R
normalise LK , ce qui contredit la minimalite de U. Ainsi O 1 et, comme´
Ž .R
U Z U , R
U est localement fini. Mais RR
U RUU est
localement fini, donc R est localement fini.
Ž .3 Conclusion. Soient C un sous-groupe de Carter de U et S un
Ž  4. Ž .   -sous-groupe de Hall de N C . D’apres l’argument de Frattini et`H
Ž . Ž . Ž . Ž . Ž  4.le fait 2.10, on a HQ U N C . Donc SQ U Q U est un    -H
Ž . Ž . Ž .sous-groupe de Hall de HQ U fait 2.22 . Comme Q U est sans
Ž . Ž  4.-element d’apres 1 , S est un    -sous-groupe de Hall de H. Le fait´ ´ `
Ž  4.2.22 dit que SKK est un    -sous-groupe de Hall de HK. RK
Ž  4.etant aussi un    -sous-groupe de Hall de HK , RK et SKK sont´
conjugues d’apres les faits 2.21 et 2.22, ce qui donne une contradiction.´ `
THEOREME 4.18. Les -sous-groupes de Hall de HK sont conjugues.´ ` ´
Preue. Quitte a quotienter H par K, on peut supposer K 1. En`
particulier H centralise K. On fait la preuve par induction sur le rang
 Ž .de H . On peut donc supposer B H  1. Soient R K et R K deux 1 2
-sous-groupes de Hall de HK. D’apres la proposition 4.17, il existe deux`
sous-groupes de Carter C et C de H tels que R et R normalisent1 2 1 2
C K et C K respectivement. D’apres le fait 2.10, il existe h	H tel que`1 2
h Ž .h Ž . hC  C . Alors N C K N C K et R K et R K sont deux2 1 H 2 H 1 2 1
Ž . Ž .-sous-groupes de Hall de N C K K. Mais N C K normalise C K
H 1 H 1 1
 Ž .   Ž .H  C K
H et, comme H centralise K , on a H 
 KN C1 H 1
Ž . Ž . C . Ainsi, N C K normalise C , ce qui montre que N C K 1 H 1 1 H 1
Ž . Ž .N C . En particulier, N C K est definissable-par-localement fini et´H 1 H 1
Ž . N C K  C est nilpotent. Si H n’est pas nilpotent l’hypothese d’in-`H 1 1
duction donne le resultat, sinon c’est le lemme 4.16.´
COROLLAIRE 4.19. Si NK est un sous-groupe normal de HK et si RK
est un-sous-groupe de Hall de HK , alors NK
 RK est un-sous-groupe
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de Hall de NK et tous les -sous-groupes de Hall de NK sont de cette
forme.
Preue. Decoule du theoreme 4.18.´ ´ `
4.4. Structure des sous-groupes de Hall
LEMMA 4.20. On suppose G connexe. Soient p un entier premier et T un
Ž . Ž .p-tore de G. Alors T
 F G est contenu dans Z G .
Preue. On peut supposer T p-tore maximal de G. Soit S un p-sous-
groupe de Sylow de G qui contient T. D’apres les faits 2.19 et 2.23, on a`
Ž . Ž . Ž Ž ..T Z S . Montrons que T
 F G  Z F G . Soient U le p-sous-groupe
Ž . Ž .de Sylow de F G et C le sous-groupe de torsion maximal de F G . Le1
Ž .fait 2.5 dit que F G possede un sous-groupe definissable, connexe et` ´
Ž .divisible D tel que F G DC . Comme C est la somme directe de ses1 1
Ž . Ž . Ž .p-sous-groupes de Sylow pour p	P, on a Z U  Z C , d’ou Z U `1
Ž Ž .. Ž .Z F G . Le fait 2.22 dit que S
 F G U. Comme T est central dans S,
Ž . Ž . Ž Ž ..T centralise U et T
 F G  Z U  Z F G .
Ž . Ž .Il suffit alors de montrer G F G C T . Le fait 2.21 et l’argument deG
Ž . Ž .Frattini donnent G F G N S . Mais T est caracteristique dans S´G
Ž . Ž . Ž . Ž .d’apres le fait 2.19, donc N S  N T et G F G N T . Or` G G G
Ž . Ž .F G C T est un sous-groupe definissable de G et il est d’indice fini dans´G
G d’apres le fait 2.18. Comme G est connexe, on a le resultat.` ´
LEMME 4.21. Si C designe un sous-groupe nilpotent et definissable de H,´ ´
alors C possede un unique sous-groupe D diisible et definissable tel que` ´
Ž .DKK soit un -groupe P et tel que D soit maximal pour ces
conditions.
Preue. D’apres la proposition 4.12, CKK possede un unique -sous-` `
Ž .groupe de Hall OK. D’apres le fait 2.5, O
 C possede un unique` `
sous-groupe divisible maximal D et D est definissable. Soit D un sous-´ 1
groupe divisible et definissable de C tel que D KK soit un -groupe.´ 1
Comme OK contient tous les -elements de CKK , on a D  O. On en´ ´ 1
deduit que D est un sous-groupe definissable et connexe de O
 C, d’ou´ ´ `1
Ž .D  O
 C . Comme D est divisible et comme D est l’unique sous-1 1
Ž .groupe divisible maximal de O
 C , on obtient D D. Ceci permet1
de conclure.
PROPOSITION 4.22. On suppose H definissable et connexe. Soient RK un´
-sous-groupe de Hall de HK , C un sous-groupe de Carter de H tel que R
Ž . Ž  4.normalise B H CK , T le    -tore maximal de C et D l’unique sous-
groupe de C diisible et definissable tel que DKK soit un -groupe et tel que´
Ž . Ž .D soit maximal pour ces conditions. Alors on a R B H DTK et B H 
 
T est fini et central dans H.
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Preue. Notons que l’existence de C est donnee par la proposition 4.12´
Ž .et celle de D par le lemme 4.21. Montrons l’egalite R B H DTK par´ ´ 
Ž .induction sur le rang de H. On note B B H . Le fait 2.12 dit que BCK
est anormal dans H. En particulier, BCK est autonormalisant dans H et
R est contenu dans BCK. Le fait 2.13 montre que BCK est definissable et´
Ž .connexe. Supposons H BCK. Soit B  B BCK . Par hypothese d’in-`1 
duction, on a R B DTK . On va montrer que B est contenu dans BD.1 1
Comme B contient B, on aura montre R BDTK. Puisque B est´1 1
Ž . Ž . Ž .quasiunipotent remarque 4.14 , B Q H Q H est un sous-groupe1
Ž . Ž .definissable et connexe de HQ H . Alors, comme HQ H est abelien´ ´
Ž . Ž . Ž .et divisible proposition 3.26 , B Q H Q H est aussi divisible et, B1 1
Ž . Ž . Ž .etant quasiunipotent, B Q H Q H est sans torsion. Alors B BCK´ 1  4
Ž . Ž .est contenu dans Q H , d’ou B BCK  B. Si   , on a montre` ´ 4
Ž .B  BD. Sinon, on a 	  . D’apres le fait 3.20, on a B  B BCK `1 1 
Ž . Ž .B BCK . Donc, pour montrer B  BD, il suffit de montrer B BCK 4 1 
Ž . BD. Soit C  B BCK 
 C. C’est un sous-groupe definissable et sans´1 
torsion de C. En particulier, C est divisible et C KK est un -groupe1 1
Ž .lemme 4.8 . Le lemme 4.21 prouve que C est contenu dans D. La1
 Ž .  Ž . Ž . Ž .proposition 3.26 donne B BCK , BCK  B BCK 
Q H  B H .  
Ž . Ž . Ž .Donc B BCK B H est central dans BCKB H et le fait 2.11 donne  
Ž . Ž . Ž . Ž . Ž . Ž .B BCK B H  CB H B H , d’ou B BCK  B H C  BD. On`      1
peut alors supposer H BCK.
Par unicite de D, DKK est normal dans CKK . Donc DTKK est´
normal dans CKK et on en deduit que BDTKK est normal dans HK.´
Soit U BDTK. Le lemme 3.6 dit que U est definissable-par-localement´
fini et le lemme 4.5 montre que UK est un -groupe. Alors, d’apres le`
lemme 4.10, RK contient UK et RU est un -sous-groupe de Hall de
HU.
On va montrer que HU ne possede pas de -sous-groupe non trivial,`
ce qui prouvera l’egalite R BDTK. Comme H BCK , on a H CU et´ ´
HU est nilpotent. Les faits 2.12 et 2.13 montrent que C est connexe. Le
fait 2.7 dit que C C D pour deux sous-groupes definissables, con-´0 0
nexes et caracteristiques C et D de C avec D divisible et C d’exposant´ 0 0 0 0
 4borne. Alors on a DD et T est l’unique    -sous-groupe de Hall´ 0
de D . La proposition 4.12 dit que D UU possede un unique -sous-`0 0
groupe de Hall R U et que R est definissable-par-localement fini.´0 0
Ž .Comme UK est un -groupe, R K est aussi un -groupe lemme 4.9 .0
Ž . Ž .Aussi, R 
D  D 
U est l’unique -sous-groupe de Hall de0 0 0
Ž . Ž . Ž . ŽD  D 
U et les lemmes 3.2 v et 4.8 montrent que R 
D  D 
0 0 0 0 0
.Ž . Ž . ŽU R 
D est un -groupe localement fini. Donc R 
D  D 
0 0 0 0 0
.Ž . Ž  4. Ž  4.U R 
D est un    -groupe. Comme T est le    -sous-0 0
Ž  4.groupe de Hall de D , T est aussi le    -sous-groupe de Hall de0
OLIVIER FRECON´276
Ž .Ž .R 
D et le fait 2.22 donne R 
D  T D 
U R 
D . Comme0 0 0 0 0 0 0
Ž . Ž .R 
D est un sous-groupe definissable et connexe de D , R 
D´0 0 0 0 0
Ž .est divisible. Alors, comme R 
D KK est un -groupe, on obtient0 0
Ž . Ž .R 
D D et R 
D est contenu dans D 
U TDU. Ainsi,0 0 0 0 0
Ž .on a R  R 
D UU et on en deduit que D UU ne possede pas´ `0 0 0 0
Ž . Ž .de -element non trivial. Comme HF H est abelien et divisible fait 2.7´ ´ ´
Ž .et comme C est connexe et d’exposant borne, C est contenu dans F H´0 0
Ž .et, donc, on a C  B H . Alors C 
 B est l’unique -sous-groupe de0 P 0
Hall de C . Comme U contient B et comme C est d’exposant borne,´0 0
Ž .HD U  C D UD U ne possede pas de -element non trivial. Soit` ´ ´0 0 0 0
x	 C tel que sa classe x modulo U soit un -element de HU. On note x´ ´
Žla classe de x modulo D U. Alors x est un -element de HD U lemme´ ´0 0
.4.8 . On en deduit x 1 et x	D U. Comme on a vu que D UU ne´ 0 0
possede pas de -element non trivial, on obtient x 1 et x	U. Ceci` ´ ´
prouve RU et on obtient R BDTK.
Le lemme 4.20 finit la preuve de la proposition.
COROLLAIRE 4.23. On suppose H definissable et connexe. Si RK un´
-sous-groupe de Hall de HK , alors RK RKK . En particulier, si K est
connexe, R est connexe.
Preue. D’apres la proposition 4.17, il existe un sous-groupe de Carter`
Ž .C de H tel que R normalise B H CK. Le lemme 4.21 dit que C possede`
un unique sous-groupe D divisible et definissable tel que DKK soit un´
-groupe et tel que D soit maximal pour ces conditions. Soit T le
Ž  4. Ž .   -tore maximal de C. La proposition 4.22 donne R B H DTK.
Ž . Ž . Ž . Ž .On en deduit d R  B H d K Dd T . Comme T est abelien et divisi-´ ´
Ž . Ž .ble, d T est connexe. Mais B H et D sont aussi connexes, donc
Ž . Ž . Ž . Ž .d R  B H d K Dd T . Ceci prouve que RK contient R, d’ou R`
RK.
COROLLAIRE 4.24. Si RK est un -sous-groupe de Hall de HK , alors R
est definissable-par-localement fini.´
Ž .Ž  . ŽPreue. Comme R R
H  RH H est localement fini lemme
Ž .. 3.2 vi , il suffit de montrer que R
H est definissable-par-localement´
Ž .fini. Par le corollaire 4.19, R
H KK est un -sous-groupe de Hall de
 Ž . Ž .H KK . Donc R
H  K
H est un -sous-groupe de Hall de
 Ž .H  K
H . La proposition 4.17 dit qu’il existe un sous-groupe de
  Ž . Ž .Carter C de H tel que R
H normalise B H C K
H . Soient T
Ž  4.le    -tore maximal de C et D l’unique sous-groupe de C divisible et
Ž . Ž .definissable tel que D K
H  K
H soit un -groupe et tel que D´
Žsoit maximal pour ces conditions l’existence de D est donnee par le´
.  Ž . Ž .lemme 4.21 . La proposition 4.22 donne R
H  B H DT K
H .
Le lemme 3.6 permet de conclure.
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Ž . dl f Ž .COROLLAIRE 4.25. O HK  O HK . 
Ž .Preue. Soit OK O HK . Montrons que O est definissable-par-´
localement fini. Soit UK l’intersection des -sous-groupes de Hall de
HK. Le corollaire 4.24 et le lemme 3.7 montrent que U est definissable-´
par-localement fini. Alors il suffit de montrer OU. Soit VK un
-sous-groupe normal de HK. Alors, si SK est un -sous-groupe de
Hall de HK , V
 S V d’apres le corollaire 4.19. Ceci prouve que O est`
contenu dans S. On en deduit OU et, l’inclusion inverse etant triviale,´ ´
OU.
´ `5. SUR LE THEOREME DE SCHURZASSENHAUS
Si H est un sous-groupe d’un groupe de rang de Morley fini G, un
sous-groupe H-minimal de G est un sous-groupe de G definissable, infini,´
normalise par H qui est minimal pour ces conditions.´
 Le theoreme 5.1 est analogue a un theoreme de Borovik et Nesin 6, 7´ ` ` ´ `
et apporte des informations supplementaires sur les complements.´ ´
THEOREME 5.1. Soient G un groupe de rang de Morley fini resoluble et´ ` ´
HK une section definissable-par-localement fini de G. Soit P tel que´
HK ait un -sous-groupe de Hall normal RK. Alors:
Ž . i tout  -sous-groupe de HK est contenu dans un complement´
de RK ;
Ž .ii tout complement de RK contient un  -sous-groupe de Hall´
de HK.
Ž . Preue. i Par induction sur le rang de H . Il suffit de montrer le
resultat pour un   -sous-groupe de Hall XK de HK. On peut sup-´
poser K 1. Alors H centralise K d’apres le fait 2.2. Soient OK`
Ž  .O H KK et S un -sous-groupe de Hall de H.
Ž .  Ž  . Ž  .1 Le cas ou O  1. D’apres le fait 2.22, R O O  O KO` `
Ž . Ž  .est un -sous-groupe de Hall normal de HO  O KO . Comme,
Ž  . Ž  . d’apres le lemme 4.8, X O O  O KO est un  -groupe, l’hypo-`
Ž . Ž  .these d’induction dit qu’il existe un complement VO  O KO` ´
Ž  . Ž  . Ž  . Ž  .de R O O  O KO contenant X O O  O KO . Or
Ž .  V
 R K est un -sous-groupe de O KK et, comme OK est un  -
Ž .groupe corollaires 4.7 et 4.25 , on obtient V
 R K. On en deduit que´
VK est un complement de RK qui contient XK.´
Ž .  2 Le cas ou O  1 et ou H est nilpotent. D’apres la proposition` ` `
4.12, OK est l’unique   -sous-groupe de Hall de HKK . En partic-
ulier, X
H est contenu dans O. Comme O 1, O est localement fini
OLIVIER FRECON´278
et, comme HH est aussi localement fini, X est localement fini. Soit Y
un  -sous-groupe de Hall de X. Alors, d’apres le fait 2.22, YKK XK`
Ž .et Y est un  -sous-groupe de Hall de H. Comme B H KK est un
 Ž . Ž . -groupe lemme 4.8 et comme B H est quasunipotent, on a
Ž .  Ž . Ž .B H  O  1. La remarque 4.14 donne Q H  B H . Ainsi, 
Ž . Ž .comme Q H est quasiunipotent et comme   , Q H est d’ex-
posant borne. Mais, d’apres le lemme 3.15, H est divisible. Donc on´ `
Ž . obtient Q H  1. En particulier, d’apres la proposition 3.26, H est`
abelien.´
 Ž Ž Ž .. .Montrons que Y centralise H . Le sous-groupe Q d H 
H  de
H est definissable, connexe, nilpotent et ne contient pas de P-tore´
Ž Ž .. Ž Ž Ž .. .puisque Q d H n’en contient pas. Alors Q d H 
H  est contenu
Ž .  Ž .  Ž Ž ..dans Q H  1. La proposition 3.26 donne d H , H Q d H . On
  Ž Ž ..en deduit que Y, H est contenu dans Q d H . Le fait 2.2 dit que´
  Y, H est un sous-groupe definissable et connexe de H . On a montre´ ´
  Ž Ž Ž .. .que Y, H est contenu dans Q d H 
H  1. Donc Y centralise
H.
Ce qui precede montre que YKK agit sur HKK comme un groupe´ `
fini d’automorphismes de HKK . D’apres le fait 2.22, RK
HKK`
est l’unique -sous-groupe de Hall de HKK . Donc, d’apres le fait 2.24,`
il existe un sous-groupe UK de HKK normalise par YKK tel que´
HKK UK RK. Le fait 2.22 dit que YRHRH est un  -sous-
groupe de Hall de HRH et, comme S R, HRH est sans -element´ ´
 Ž .d’apres le fait 2.22. On obtient donc H YRH  R YU . Comme YKK`
normalise UK , YUK est sans -element et HK RK YUK.´ ´
Comme YUK contient XK , c’est fini.
Ž .  Ž . 3 Le cas ou O  1. 2 permet de supposer H non nilpotent.`
D’apres la proposition 4.17 il existe un sous-groupe de Carter C de H tel`
Ž .  Ž . que X normalise B H CK. Comme O  1, B H  1 et X 
normalise CK. Comme H centralise K , K normalise C et on a CK

H C. On en deduit que X normalise C. Notons QK ´
Ž Ž . . Ž Ž .. O N C KK . Si Q N C contient un  -sous-groupe non triv- H H
ial alors on a Q 1 et XK est contenu dans un complement de´
Ž Ž .. Ž . Ž . Ž .R
N C K dans N C K d’apres 1 . Sinon, d’apres 2 , XK est` `H H
Ž Ž .. Ž .contenu dans un complement de R
N C K dans N C K. Ainsi,´ H H
dans tous les cas, XK est contenu dans un complement UK de´
Ž Ž .. Ž . Ž . Ž .R
N C K dans N C K. Mais on a HQ H N C d’apres`H H H
Ž .l’argument de Frattini. Donc, comme Q H KK  RK puisque
O 1, on obtient HK RKUK.
Ž .ii Soit UK un complement de RK. Si TK est un  -sous-groupe´
Ž . Žde Hall de HK , alors RK TK RK U
 RT K et U
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. Ž .RT K est conjugue a TK d’apres le fait 2.21. Donc U
 RT K est un´ ` `
 -sous-groupe de Hall de HK.
La preuve du theoreme 5.3 necessite la proposition suivante.´ ` ´
PROPOSITION 5.2. Soient G un groupe de rang de Morley fini connexe et
Ž .resoluble et P un sous-groupe de G tel que G B G P. Alors P est´ P
Ž . definissable-par-localement fini et G B G P .´ P
Ž . Ž .Preue. Par induction sur le rang de G. Soient B  B G , B B G  P
Ž .et n l’exposant de B B est d’exposant borne d’apres le fait 3.20 . Notons´ `
 n Ž .4 Ž .P  y : y	 P
Q G . D’apres le fait 3.20, on a Q G  B  B donc`0 
 n Ž .4P  x : x	Q G  B . D’apres le fait 2.5, B est divisible donc,`0  
Ž . Ž . Ž . Žcomme Q G  B  B, Q G B est divisible et, comme Q G  B P

Ž .. Ž .Q G , Q G  BP . On en deduit que B  P  P. Supposons B  1.´0  0 
Ž . Ž .Ž .Alors, comme BB B  B GB , on a GB  B GB PB et  P   P  
l’hypothese d’induction donne le resultat. On peut donc supposer B  1.` ´ 
PBB etant abelien et divisible d’apres la proposition 3.26, on a G BP´ ´ `
Ž . Ž .et on peut supposer P, donc d P , connexe. D’apres le fait 2.2, d P  est`
Ž . Ž .definissable et connexe. Comme d P  G B est d’exposant borne,´ ´
Ž . Ž Ž ..d P B d P est abelien. Comme tout sous-groupe definissable, con-´ ´P
Ž . Ž Ž ..nexe et d’exposant borne de d P est contenu dans B d P d’apres´ `P
Ž . Ž Ž .. Ž Ž ..la proposition 3.26, alors d P B d P est divisible et B
 d P P
Ž Ž .. Ž . Ž Ž ..est contenu dans B d P . Or d P  B 
 d P P , doncP
Ž Ž .. Ž Ž .. Ž . Ž Ž ..B d P PB d P est un sous-groupe d’indice fini de d P B d P .P P P
Ž . Ž Ž .. Ž .Ce dernier etant divisible, d P  B d P P. Supposons G d P . Alors´ P
l’hypothese d’induction dit que P est definissable-par-localement fini et` ´
Ž . Ž Ž ..  Ž .  que d P  B d P P . On en deduit d P  BP et G BP . Donc´P
Ž .on peut supposer G d P .
Si B 1 la proposition est triviale. Donc on peut supposer B 1. B
etant definissable et connexe, B contient un sous-groupe G-minimal A.´ ´
Ž .Alors on a GA B GA PAA et, par hypothese d’induction, PA est`P
Ž .Ž .definissable-par-localement fini et GA B GA PAA . Soit B A´ P 0
Ž . Ž . B GA . Comme A  B est definissable, connexe et d’exposant´P
borne et qu’il en est de meme pour B A, B est definissable, connexe et´ ˆ ´0 0
Ž . Ž .d’exposant borne. On en deduit B B . Mais on a PAA  PA A´ ´ 0
Ž Ž .. Ž .lemme 3.2 iii , donc G B PA . Ainsi il suffit de montrer que P

Ž . Ž . PA est definissable-par-localement fini et que PA  BP . Comme A´
est definissable, connexe et d’exposant borne, A est contenu dans´ ´
ŽŽ .. Ž . Ž Ž .. ŽŽ ..Ž Ž ..B PA . Ainsi, on a PA  A P
 PA  B PA P
 PAP P
ŽŽ ..et, comme B PA  B, l’hypothese d’induction permet de supposer`P
Ž .G PA  PA. Par G-minimalite de A, A est central dans B. Alors´
P
 B est un sous-groupe normal de P centralise par A. Comme G PA,´
Ž .on en deduit que P
 B est normal dans G. Si P
 B  1, l’hypothese´ `
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Ž .d’induction donne le resultat dans G P
 B et on en deduit le resultat´ ´ ´
Ž .  dans G. Donc on peut supposer P
 B  1, en particulier G, P
 B
 1 d’apres le fait 2.2. Ainsi, comme P B, P est central dans G et P`
Ž .est nilpotent. D’apres le fait 2.4, G d P est aussi nilpotent. Le fait 2.5`
dit qu’il existe un sous-groupe definissable et divisible D de G tel que´
 n 4G BD. Soit P  y : y	 P . Alors P est un sous-ensemble de1 1
 n 4 Žg : g	G D. Comme GB PBB est divisible, G P B P
1
.D B. Mais, D etant divisible, D
 B est fini et on en deduit que P
D´ ´
est d’indice fini dans D, donc est egal a D. On a montre que D est´ ` ´
contenu dans P. Donc D est contenu dans P et la preuve de la
proposition est achevee.´
 Le theoreme 5.3 generalise un theoreme de Borovik et Nesin 6, 7 . Il´ ` ´ ´ ´ `
Ž .permet un analogue du fait 2.22 ii pour les sous-groupes de Hall
Ž .generalises corollaire 5.5 .´ ´ ´
THEOREME 5.3. Soient G un groupe de rang de Morley fini resoluble,´ ` ´
P et HK une section definissable-par-localement fini de G. On suppose´
que HK a un -sous-groupe de Hall normal RK d’exposant borne. Alors´
les   -sous-groupes de Hall de HK sont exactement les complements de´
RK dans HK.
ŽPreue. Soit TK un complement de RK dans HK il existe d’apres´ `
. le theoreme 5.1 . Montrons que TK est un  -sous-groupe de Hall de´ `
HK. On peut supposer K 1, donc H centralise K d’apres le fait 2.2.`
Ž .Si T est definissable-par-localement fini alors, pour tout x	 T , d x est´
Ž . Ž .contenu dans T et d x KK
 RK 1. En particulier, d x KK ne
contient pas de -element non trivial. On en deduit que TK est constitue´ ´ ´ ´
de   -elements. Comme tout sous-groupe de HK contenant strictement´ ´
TK intersecte RK non trivialement, TK est un   -sous-groupe de
Hall de HK. Alors il suffit de montrer que T est definissable-par-locale-´
ment fini, donc que T
HR est definissable-par-localement fini. Comme´
 Ž  . H RK RK T
H R K , on peut supposer HH R. On note
Ž .B B H .
Par induction sur le rang de H, on va montrer
H H
 K  R
H  H
 K  T
H  H
 K . 1Ž . Ž . Ž . Ž . Ž . Ž .
Ž . Ž .  Comme R
H 
 T
H  K
H , il suffit de montrer que H 
Ž .Ž . Ž .R
H T
H . Supposons B 1. Comme TB
 R T
 R B
KB, alors
HRB  KBB  RB  KBB  TBB  KBBŽ . Ž . Ž . Ž . Ž . Ž .
 Ž . Ž .et, par hypothese d’induction, H B R
H B TB
H B.`
 Ž  .Ž .Ainsi H  H 
 R T
H et on peut supposer B 1. Soit U un
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-sous-groupe de Hall de H. La proposition 4.22 dit qu’il existe un
sous-groupe de Carter C de H tel que, si D designe le -sous-groupe´
Ž .divisible et definissable maximal de C D existe d’apres le lemme 4.21 et´ `
si T designe le -tore maximal de C, alors UDT . En particulier, U est´1 1
nilpotent et divisible-par-divisible, donc U est divisible. Par conjugaison
 Ž .des -sous-groupes de Hall de H fait 2.21 , les -sous-groupes de Hall
de H sont divisibles et, par le fait 2.22, les -sous-groupes de Hall de
 Ž  .H KK sont divisibles. Comme R
H K K est un -sous-groupe de
 Ž . Ž  .Hall de H KK corollaire 4.19 , R
H K K est divisible. Donc,
comme RK est d’exposant borne, on obtient R
H K. Ainsi on a´
    H , R  K  1 et H centralise R. Soient n l’exposant de RK et
h	H. Alors il existe r	 R et t	 T tel que h rt. Or h centralise r,
donc hn r nt n	 T. Soit LK le sous-groupe de HKK engendre par´
les puissances n-iemes des elements de HKK . On a montre que L est` ´ ´ ´
 Ž .un sous-groupe de T. Comme la proposition 3.26 dit que H Q H est
 Ž . Ž .divisible, on a H KK LQ H K. Comme B H  1, la remarque
Ž . Ž . Ž .4.14 donne Q H  B H . Mais, pour tout p	  , B H p pp	
Ž .est -divisible. Alors, comme le fait 2.5 dit que B H est divisible,
Ž . Ž .Q H est -divisible et Q H KK est aussi -divisible. On en de-´
Ž . duit que LK contient Q H KK. On a montre que LH K , ce´
qui prouve que TK contient HKK . Ainsi, H T
H et on a
Ž .prouve 1 .´
 Ž  . Ž .D’apres la proposition 4.22 on a R
H  B H 
 K . Alors 1 mon-`
 Ž . tre que H  B T
H et la proposition 5.2 dit alors que T
H est
definissable-par-localement-fini, donc T aussi.´
L’exemple 5.4 montre qu’il n’est pas possible de generaliser le fait 2.22´ ´
aux sous-groupes de Hall generalises.´ ´ ´
On appelle pur groupe un groupe qui n’est considere qu’avec sa struc-´ ´
ture de groupe.
EXEMPLE 5.4. Si G est un pur groupe isomorphe a *, alors tout`
-sous-groupe de G est trivial. Pourtant, si T designe le P-sous-groupe de´
Hall de G, GT est un -groupe non trivial.
Il est tout de meme possible de donner un analogue au fait 2.22 enˆ
supposant que le sous-groupe par lequel on quotiente a certains sous-
groupes de Hall d’exposant borne. C’est ce que dit le corollaire 5.5. En´
particulier les sous-groupes de Hall generalises sont conserves par quo-´ ´ ´ ´
tientement de tout sous-groupe d’exposant borne. Ce resultat sera utilise´ ´ ´
dans la section 6.
COROLLAIRE 5.5. Soient G un groupe de rang de Morley fini, P,
HK une section definissable-par-localement fini de G, RK un -sous-groupe´
de Hall de HK et A un sous-groupe definissable-par-localement fini et´
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normal de H qui contient K. On suppose qu’un  -sous-groupe de Hall de
AK est d’exposant borne. Alors RAA est un -sous-groupe de Hall de HA´
et tous les -sous-groupes de Hall de HA sont de cette forme.
Preue. Si   le resultat est connu par le fait 2.22, donc on peut´
Ž Ž Ž . . .supposer 	  . On note A  K , A  B d A  
 A K , A 0 1  2
Ž Ž Ž . . . Ž .Q d A  
 A K , A A  O AKA , A  AK et, pour i 2,3 2  2 4
Ž . Ž .A A  O AA et A A  O AA . Alors A A2 i1 2 i  2 i 2 i2 2 i1  2 i1 1 0
 Ž . Ž . Ž .est un  -groupe et, comme on a Q G  B G  B G d’apres la` 
remarque 4.14, A A est un -groupe. La proposition 3.26 montre que2 1
A A est abelien. Donc, comme 	  , A A est l’unique   -sous-´4 2 3 2
groupe de Hall de A A et A A est un -groupe. Alors, pour tout4 2 4 3
i	, A A est soit un -groupe soit un   -groupe. Aussi, commei1 i
AA est fini et comme A  AK , il existe n	 tel que A  A. On fait4 n
la preuve par induction sur n. On peut alors supposer que AK est soit un
-groupe soit un   -groupe. Si AK est un -groupe le lemme 4.10
donne le resultat donc on peut supposer AK   -groupe. Ainsi AK est´
d’exposant borne et RAA est un -sous-groupe de HA d’apres le´ `
lemme 4.8. Soit SA un -sous-groupe de Hall de HA qui contient
RAA. Alors S est definissable-par-localement fini d’apres le corollaire´ `
4.24. Comme AK est d’exposant borne, le theoreme 5.3 donne SK´ ´ `
AK RK.
´ ´ ´6. BASES DE SYLOW GENERALISEES
L’objet de cette section est de montrer le theoreme 6.6 qui donne´ `
Ž .l’existence et la conjugaison des bases de Sylow generalisees definition 6.4 .´ ´ ´ ´
On rappelle la definition d’une base de Sylow.´
Ž .DEFINITION 6.1. Soient G un groupe et  S une famille de´ p p	 P
sous-groupes ou, pour tout entier premier p, S designe un p-sous-groupe` ´p
² :de Sylow de G. On dit que  est une base de Sylow de G si S : p	 p
est un -sous-groupe pour tout P.
Pour les deux faits suivants nous faisons la meme remarque que pour lesˆ
faits 2.21 et 2.22: ici ils sont enonces dans le contexte definissable-par-´ ´ ´
 localement fini mais pas dans 1 . On rappelle que le fait 6.2 est une
 consequence immediate des faits 2.21 et 2.22, des resultats de 9 et du´ ´ ´
 theoreme 2.10 de 12 .´ `
Ž  .Fait 6.2 Altinel et al. 1 . Soient G un groupe de rang de Morley fini
resoluble et HK une section definissable-par-localement fini de G. Alors´ ´
HK possede une unique classe de conjugaison de bases de Sylow.`
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 Le fait suivant est implicite dans la derniere section de 1 .`
Ž  . Ž .Fait 6.3 Altinel et al. 1 . Si  S K est une base de Sylowp p	 P
d’une section definissable-par-localement fini HK d’un groupe de rang´
² :de Morley fini resoluble G alors, pour tout P, S K : p	  est un´ p
-sous-groupe de Hall de HK.
La definition 6.4 est l’analogue de la definition 6.1 pour les sous-groupes´ ´
de Hall generalises. La remarque 6.5 donne un lien entre les deux notions.´ ´ ´
DEFINITION 6.4. Soient G un groupe de rang de Morley fini resoluble,´ ´
Ž . HK une section definissable-par-localement fini de G et B S´   P
une famille de sous-groupes ou, pour tout P , S designe un -sous-` ´
groupe de Hall de HK. On dit que B est une base de Sylow generalisee´ ´ ´
de HK si, pour tout  P , S  S . 
Ž . Remarque 6.5. Si B S K est une base de Sylow generalisee´ ´ ´  P
d’une section definissable-par-localement fini HK d’un groupe de rang´
Ž .de Morley fini resoluble G, alors S K est une base de Sylow´ p p	 P
de HK.
Le theoreme suivant est analogue au fait 6.2.´ `
THEOREME 6.6. Soient G un groupe de rang de Morley fini resoluble et´ ` ´
HK une section definissable-par-localement fini de G. Alors HK possede´ `
une unique classe de conjugaison de bases de Sylow generalisees.´ ´ ´
Ž . Preue. 1 Existence. Par induction sur le rang de H . On peut
 Ž . Žsupposer K  1. Soit  S K une base de Sylow de HK ellep p	 P
.  existe d’apres le fait 6.2 . Si H est nilpotent, H KK a un unique`
-sous-groupe de Hall R K pour tout P et R est definissable-´ 
Ž . par-localement fini proposition 4.12 . Pour tout P on note S 
²  4: Ž . R S : p	    . Montrons que B S K est une base de p   P
Sylow generalisee de HK. Il suffit de montrer que S K est un -sous-´ ´ ´ 
groupe de Hall de HK pour tout P. Soit P. Comme  est
²  4: Ž  4.une base de Sylow de HK , S K : p	    est un    -sous-p
Ž .groupe de Hall de HK fait 6.3 . Alors le lemme 4.5 dit que S K est un
-sous-groupe de HK. De plus, si SK est un -sous-groupe de Hall de
HK contenant S K , le corollaire 4.19 montre que SK
HKK est 
un -sous-groupe de Hall de HKK , et SK
HKK  R K. 
  Ž  4.Comme S R est localement fini, S R est un    -sous-groupe   
Ž ²  4: .de HR . Mais le fait 2.22 dit que S R  S : p	    R R   p  
Ž  4. est un    -sous-groupe de Hall de HR et, comme S R contient  
S R , on obtient S  S. On en deduit que B est une base de Sylow´   
generalisee de HK.´ ´ ´
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Donc on peut supposer H non nilpotent et, d’apres la proposition 3.26,`
Ž .on a Q H  1. Alors H contient un sous-groupe H-minimal A dans
Ž .Q H et A est soit sans torsion soit un q-sous-groupe d’exposant borne´
² :pour un entier premier q. Comme, pour tout P, S K : p	  estp
² :un -groupe, S AAK : p	  est un -groupe pour tout P.p
Ž .S AAK etant un p-sous-groupe de Sylow pour tout p	P fait 2.22 ,´p
Ž . S AAK est une base de Sylow de HAK. Or, par hypothese`p p	 P
Ž . d’induction, HAK possede une base de Sylow generalisee R AK .` ´ ´ ´   P
Ž .La remarque 6.5 dit que A R AK est une base de Sylow dep p	 P
HAK. D’apres le fait 6.2  et A sont conjugues dans HAK et on peut` ´
supposer A.
Supposons A sans torsion. On note D K R K pour tout P 
² :qui contient , et D K S K : p	  si   . Alors le lemme 4.10 p
dit que, si 	  , D K est un -sous-groupe de Hall de HK. De plus,
comme  est une base de Sylow de HK , D K est un -sous-groupe de
Ž . Ž . Hall de HK pour tout P fait 6.3 . Comme R AK est une  P
base de Sylow generalisee de HAK et comme  est une base de Sylow´ ´ ´
 Ž . de HK , on a D D pour tout  P et D K est une    P
base de Sylow generalisee de HK.´ ´ ´
On peut donc supposer A q-sous-groupe d’exposant borne. D’apres le´ `
corollaire 5.5, HK a un q -sous-groupe de Hall VK tel que VA R  .q
On note D  V
 R pour tout P qui ne contient pas q et 
D  R si q	  . Le corollaire 5.5 et le lemme 4.10 disent que D K est  
un -sous-groupe de Hall pour tout P . Comme  est une base de
Sylow generalisee de HAK alors, pour tout  P, D est contenu´ ´ ´ 
Ž . dans D . On en deduit que D K est une base de Sylow generalisee´ ´ ´ ´   P
de HK.
Ž .2 Conjugaison. Par induction sur le rang de G. Soient B 1
 4  4S K : P et B  R K : P deux bases de Sylow gene-´ ´ 2 
  4   4ralisees de HK et soient B  S K : p	P et B  R K : p	P .´ 1 p 2 p
  Ž .Comme B et B sont deux bases de Sylow de HK remarque 6.51 2
alors, d’apres le fait 6.2, il existe h	H tel que Sh R pour tout P.`  
Soit P. Si H est nilpotent alors, d’apres la proposition 4.12,`
HKK a un unique -sous-groupe de Hall U K et U est definissable-´ 
par-localement fini. En particulier, U est normal dans H. Le lemme 4.10
dit que S et R contiennent U et que S U et R U sont des      
-sous-groupes de Hall de HU . Comme U K contient tous les -ele-´ ´ 
ments de HKK , on a S U  S HHK et R U  R HHK .     
 Ž Ž ..Comme HH est localement fini lemme 3.2 vi , R U et S U sont   
Ž  4.aussi localement finis et, donc, R U et S U sont des    -sous-   
groupes de Hall de HU . On deduit du fait 2.22 que S U S et´    4
R U R . Ainsi ShU Sh  R . Ceci etant vrai pour tout ´   4    4 
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P, on peut supposer H non nilpotent et, d’apres la proposition 3.26,`
Ž . Q H n’est pas trivial. Donc H contient un p-sous-groupe H-minimal
A pour un p	P.
 4D’apres le corollaire 5.5, B  S AAK :  	 P et B ` 1  2
 4R AAK : 	P sont des bases de Sylow generalisees de HAK. Par´ ´ ´
hypothese d’induction B et B sont conjugues dans HAK et on peut` ´1 2
supposer S A R A pour tout P. Ceci montre que, S  et R   p p
Ž .  sont A-conjugues theoreme 4.18 et on peut supposer S  R . Comme´ ´ ` p p
A est un p-groupe, on a A
 S  K. Ainsi, pour tout  p ,p
S  S A
 S   S A
 S  R A
 R  R .Ž .  p  p  p 
Comme S  S A R pour tout P avec p	  , on a le resultat.´  
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